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1 Débat d’idées
Pourquoi travailler dans l’espace-temps ?
Torseur d’un milieu continu de dimension arbitraire

2 Dynamique d’un milieu continu 3D
Torseur d’un MC de dimension arbitraire
Torseur d’un MC 3D
Tenseur de contrainte-masse
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Débat d’idées Pourquoi travailler dans l’espace-temps ?

Débat d’idées : pourquoi travailler dans l’espace-temps ?

On peut y voir plusieurs avantages, notamment pour :

Écrire la dérivée matérielle d’une quantité q (scalaire ou vectorielle):

dq

dt
=

∂q

∂t
+

∂q

∂x
v =

∂q

∂X
U .

Représenter le transport d’un scalaire par le quadriflux q U

Modéliser sa conservation : divX (q U) = ∂q

∂t
+ div (q v) = 0

Rappel de la méthode de travail :

Identifier les groupes de symétrie

Identifier les composantes des tenseurs spatio-temporels (covariants)

Déterminer une base d’invariants (complets et indépendants entre eux)
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Débat d’idées Torseur d’un milieu continu de dimension arbitraire

Débat d’idées : torseur d’un milieu continu de dimension arbitraire

On souhaite développer une approche générale pour la dynamique de corps de dimension
d représentés par une sous-variété N de dimension d + 1 de l’espace-temps M :

d = 0: particules et corps rigides, représentés par une courbe (déjà traités)

d = 1: corps matériels 1D, représentés par une surface (arcs si solide, écoulement
dans un tube ou jet si fluide) [de Saxcé & Vallée

Galilean Mechanics and Thermodynamics of Continua 2016 ch. 11]

d = 2: corps matériels 2D, représentés par un volume (plaque ou coque si solide,
nappe liquide ou voile gazeux) [de Saxcé & Vallée JTAM 2003]

d = 3: corps matériels 3D, représentés par une sous-variété de dimension 4 (traité
par la suite)
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Dynamique d’un milieu continu 3D Torseur d’un MC de dimension arbitraire

Dynamique d’un milieu continu: torseur d’un MC de dimension arbitraire

Torseurs à valeurs vectorielles

Pour un milieu continu vu comme une sous-variété de l’espace-temps décrite par un plonge-
ment N → M : ξ 7→ X = f (ξ), on considère un torseur en X = f (ξ) à valeur vectorielle

dans l’espace vectoriel tangent en ξ à N .

Par convention, nous placerons à gauche les indices relatifs à la sous-variété N

Dans un repère affine (X0, (~eα)) de ATXM et une base (γ ~η) de TξN , il se
décompose en :

τ = γ
τ γ ~η,

γ
τ = γ

T
β (X0 ⊗ ~eβ − ~eβ ⊗ X0) +

γ
J
αβ ~eα ⊗ ~eβ .

(γ ~η
′) étant une nouvelle base de TξN obtenue à partir de l’ancienne par une

matrice de passage S , la règle tensorielle s’écrit

σ
T

′ρ = (P−1)ρβ
σ
γ (S

−1) γ
T

β

τ
J
′ρσ =

[

(P−1)ρα(P
−1)σβ

γ
J
αβ + C

′ρ
{

(P−1)σβ
γ
T

β
}

−
{

(P−1)ρβ
γ
T

β
}

C
′σ
]

τ
γ(S

−1)
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Dynamique d’un milieu continu 3D Torseur d’un MC 3D

Dynamique d’un milieu continu 3D : torseur d’un MC

dynamique d’un milieu continu 3D

Par convenance, on choisit Xα = ξα. La distinction entre indices à gauche et à droite
n’est plus pertinente et nous les placerons tous à droite : γTα = Tαγ et γJαβ = Jαβγ .

Dans un repère affine (X0, (~eα)) de ATXM, le torseur se décompose en :

τ = τ
γ~eγ , τ

γ = T
βγ (X0 ⊗ ~eβ − ~eβ ⊗ X0) + J

αβγ ~eα ⊗ ~eβ

Calculons sa différentielle covariante :

∇̃−→
dX

τ = ∇̃−→
dX

(τγ~eγ) = (∇̃−→
dX

τ
γ) ~eγ + τ

γ (∇̃−→
dX

~eγ) = (∇̃−→
dX

τ
γ + Γγ

ρτ
ρ) ~eγ

Le calcul du premier terme est similaire à celui d’un torseur à valeur scalaire (ajouter
l’indice γ), ce qui donne :

∇̃−→
dX

τ =
[

∇̃dXT
βγ (X0 ⊗ ~eβ − ~eβ ⊗ X0) + ∇̃dX J

αβγ ~eα ⊗ ~eβ

]

~eγ

avec : ∇̃dXT
βγ = dTβγ + Γβ

ρT
ργ + Γγ

ρT
βρ

∇̃dX J
αβγ = dJ

αβγ + Γα
ρ J

ρβγ + Γβ
ρJ

αργ + Γγ
ρJ

αβρ + Γα
AT

βγ − T
αγΓβ

A

∇̃−→
dX

τ est linéaire en
−→
dX
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Dynamique d’un milieu continu 3D Torseur d’un MC 3D

Dynamique d’un milieu continu 3D : torseur d’un MC

Il existe donc un champ ∇̃ τ de tenseurs affines 1 fois covariant et 3 fois
contravariant tel que :

∇̃−→
dX

τ = (∇̃τ ) ·
−→
dX

avec : ∇̃ τ =
[

∇̃σT
βγ (X0 ⊗ ~eβ − ~eβ ⊗ X0) + ∇̃σJ

αβγ ~eα ⊗ ~eβ

]

~eγ ⊗ e
σ

où : ∇̃σT
βγ = ∂Tβγ

∂Xσ + Γβ
σρT

ργ + Γγ
σρT

βρ

∇̃σJ
αβγ = ∂Jαβγ

∂Xσ + Γα
σρJ

ρβγ + Γβ
σρJ

αργ + Γγ
σρJ

αβρ + Γα
AσT

βγ − TαγΓβ
Aσ

Par contraction, on défini la divergence covariante affine du torseur dynamique du
MC :

D̃iv τ = ∇̃γT
βγ (X0 ⊗ ~eβ − ~eβ ⊗ X0) + ∇̃γJ

αβγ ~eα ⊗ ~eβ

avec : ∇̃γT
βγ = ∂Tβγ

∂Xγ + Γβ
γρT

ργ + Γγ
γρT

βρ

∇̃γJ
αβγ = ∂Jαβγ

∂Xγ + Γα
γρJ

ρβγ + Γβ
γρJ

αργ + Γγ
γρJ

αβρ + Γα
AγT

βγ − TαγΓβ
Aγ
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Dynamique d’un milieu continu 3D Torseur d’un MC 3D

Dynamique d’un milieu continu 3D : torseur d’un MC

Principe général

On généralise les équations du mouvement sous la forme :

D̃iv τ + τ ∗ = 0

où τ ∗ est le torseur des autres forces (que la gravitation)

Deux approches sont possibles :

Milieu de Cosserat : aucune restriction sur les composantes Jαβγ

Milieu de Cauchy : on postule que Jαβγ = 0 dans les repères affines dont l’origine
mobile est au point X . On passe d’un à l’autre par des transformations linéaires
(donc pas de translation : Cα = 0) d’où : Γα

Aβ = δαβ −∇βC
α = δαβ

En vertu du principe général :

∇̃γJ
αβγ = ∂Jαβγ

∂Xγ + Γα
γρJ

ρβγ + Γβ
γρJ

αργ + Γγ
γρJ

αβρ + Γα
AγT

βγ − TαγΓβ
Aγ

= δαγT
βγ − Tαγδβγ = 0

d’où la condition de symétrie :
T

βα = T
αβ
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Dynamique d’un milieu continu 3D Tenseur de contrainte-masse

Dynamique d’un milieu continu 3D : tenseur de contrainte-masse

Les Tαγ sont les composantes d’un tenseur classique 2 fois contravariant T

symétrique de règle tensorielle :

T
′ = P

−1
T P

−T

pour un tenseur Galiléen de forme :

T =

(

ρ pT

p −σ⋆

)

,

elle donne :

ρ
′ = ρ, p

′ = R
T (p − ρ u), σ

′

⋆ = R
T (σ⋆ + u p

T + p u
T − ρ u u

T )R

réduction : u =
p

ρ
⇒ p′ = 0 et σ′

⋆ = RTσ R avec :

σ = σ⋆ + 1
ρ
p pT tel que σ′ = RTσ R qui peut être ramenée à sa forme

diagonale σ′ = diag(σ1, σ2, σ3) par le choix d’une rotation :

T
′ =

(

ρ 0
0 −σ′

)

,
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Dynamique d’un milieu continu 3D Tenseur de contrainte-masse

Méthode du boost : considerons un changement de variables X ′ 7→ X avec un boost
Galiléen u = v et une rotation R qui donnent

σ⋆ = σ − ρ v v
T

avec σ = R σ′ RT

Tenseur de contrainte-masse

Objet structuré en :

densité ρ,

quantité de mouvement p,

contraintes statiques de Cauchy σ,

représenté par la matrice :

T =

(

ρ pT

p ρ v vT − σ

)

On a identifié 4 invariants : ρ, σ1, σ2, σ3
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Dynamique d’un milieu continu 3D Équations d’Euler d’un MC

Dynamique d’un milieu continu 3D : équations d’Euler d’un MC

La forme covariante
∇̃γT

βγ + H
β = 0

des équations du mouvement donne :

Équations d’Euler des milieux continus

∂

∂ x j
(ρ v j ) +

∂ ρ

∂ t
= 0, ρ

(

∂ v i

∂ t
+ v

j ∂ v i

∂ x j

)

=
∂ σij

∂ x j
+ f

i
v + ρ (g i − 2Ωi

j v
j ).

où Ωi
j sont les éléments de la matrice j(Ω) et f iv les composantes des forces de volumes

(autres que la gravitation)
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Courbure galiléenne

Courbure galiléenne

En relativité, l’espace-temps est courbe mais qu’en est-il en mécanique classique ?
L’espace-temps est-il plat ou courbe ?

Pour y répondre, nous devons calculer le tenseur de courbure de Riemann-Christoffel

R
δ
αβγ = Γδ

αµΓ
µ
βγ − Γδ

βµΓ
µ
αγ +

∂Γδ
βγ

∂Xα
−

∂Γδ
αγ

∂Xβ

soit pour la gravitation galiléenne : R i
kj0 = −R i

jk0 =
∂Ωi

j

∂xk
−

∂Ωi
k

∂x j
, R i

k0j = −R i
0kj =

∂Ωi
j

∂xk

R
i
0j0 = −R

i
j00 =

∂g i

∂x j
+

∂Ωi
j

∂t
+ Ωi

k Ω
k
j

ou sous forme matricielle : R(dX , δX ) =
(

0 0
(

∂g

∂x
+ j

(

∂Ω
∂t

)

+ (j(Ω))2
)

(δx dt − dx δt) + curl (j(Ω)) δx × dx j
(

∂Ω
∂x

(dx δt − δx dt)
)

)

L’espace-temps est donc en général courbe,
même en mécanique classique !
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Courbure galiléenne

Courbure galiléenne

La quantité suivante, dépendant de la gravitation et de ses potentiels,

I = div g − 2 ‖ Ω ‖2 +2A · curl Ω

est un invariant galiléen

D’autre part, nous connaissons un invariant galiléen représentant la matière, la densité ρ,
ce qui suggère que ces invariants sont proportionnels

div g − 2 ‖ Ω ‖2 +2A · curl Ω = −4π kgρ

En particulier, si A = 0, alors g = −grad φ et Ω = 0 donc cette condition se réduit à
l’équation de Poisson

∆φ = 4 π kgρ

dont la solution restitue la gravitation newtonienne

Toutefois, l’équation de Poisson n’a pas la covariance galiléenne attendue !
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