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d'idées Pourquoi travailler dans I'espace-temps 7

Débat d'idées : pourquoi travailler dans |'espace-temps 7

On peut y voir plusieurs avantages, notamment pour :

@ Ecrire la dérivée matérielle d'une quantité g (scalaire ou vectorielle):

dg 0q  O0q  Oq
gt ot Tox T ax V-

@ Représenter le transport d'un scalaire par le quadriflux g U

@ Modéliser sa conservation : divx (q U) = 9% + div(qv) =0

Rappel de la méthode de travail :
@ |dentifier les groupes de symétrie
@ I|dentifier les composantes des tenseurs spatio-temporels (covariants)

@ Déterminer une base d'invariants (complets et indépendants entre eux)
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ENCEESEN  Torseur d'un milieu continu de dimension arbitraire

Débat d'idées : torseur d'un milieu continu de dimension arbitraire

On souhaite développer une approche générale pour la dynamique de corps de dimension
d représentés par une sous-variété N de dimension d + 1 de |'espace-temps M :

@ d = 0: particules et corps rigides, représentés par une courbe (déja traités)

@ d = 1: corps matériels 1D, représentés par une surface (arcs si solide, écoulement
dans un tube ou jet si fluide) [de Saxcé & Vallée
Galilean Mechanics and Thermodynamics of Continua 2016 ch. 11]

@ d = 2: corps matériels 2D, représentés par un volume (plaque ou coque si solide,
nappe liquide ou voile gazeux) [de Saxcé & Vallée JTAM 2003]

@ d = 3: corps matériels 3D, représentés par une sous-variété de dimension 4 (traité
par la suite)
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Dynamique d’un milieu continu 3D Torseur d'un MC de dimension arbitraire

Dynamique d'un milieu continu: torseur d'un MC de dimension arbitraire

Torseurs a valeurs vectorielles

Pour un milieu continu vu comme une sous-variété de |'espace-temps décrite par un plonge-
ment N = M : £+— X = f (&), on considére un torseur en X = f (£) 3 valeur vectorielle
dans I'espace vectoriel tangent en £ a N.

@ Par convention, nous placerons a gauche les indices relatifs a la sous-variété N’

@ Dans un repére affine (Xo, (€,)) de ATxM et une base (477) de TeN, il se
décompose en :

TZVTA,T_]', 7'7':A/T’B(Xo®é'5—é’B®X0)+W/Jaﬁé'a(@éog.

@ (477') étant une nouvelle base de T¢ A obtenue 3 partir de I'ancienne par une
matrice de passage S, la régle tensorielle s'écrit

T (P T

= [(PTaPTE T L P T P T € (s
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Dynamique d'un milieu continu 3D [EEIEETIE LNV (eR]b)

Dynamique d'un milieu continu 3D : torseur d'un MC

dynamique d’un milieu continu 3D

Par convenance, on choisit X% = £%. La distinction entre indices a gauche et a droite
n'est plus pertinente et nous les placerons tous 3 droite : YT = T et 7J*8 = Job7,

@ Dans un repére affine (Xp, (€x)) de ATxM, le torseur se décompose en :
T=1"€, T =T (Xo® & — & ®Xo)+ J*"" & ® &
@ Calculons sa différentielle covariante :
VpT=Vg(t&)=(Vzt)é +7 (Viz &)= (Vym +I)7°) e
@ Le calcul du premier terme est similaire a celui d'un torseur a valeur scalaire (ajouter
I'indice 7), ce qui donne :

Vo= [@dx T (Xo ® €5 — €5 ® Xo) + Vax J*"7 &, ® 5,3] &
avec : Vox T7 = d TP + T0 T + T3 TP
Vax ™77 = dJ P T 4 T0 S T TR TP — T2,

- L —
@ V3 7 est linéaire en dX
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Dynamique d'un milieu 3 Torseur d'un MC 3D

Dynamique d'un milieu continu 3D : torseur d'un MC

o Il existe donc un champ V 7 de tenseurs affines 1 fois covariant et 3 fois
contravariant tel que :
= = —
VzT=(VT) -dX
avec: V1 = [@g T (Xo ® €5 — €5 @ Xo) + Vo 7 &, ® é}g] e ®e’
ou: VTP = BT“”' + rﬁ TPY 4 rgp-,—[ﬂp

v “i @ 037y apy afBp @ el
G0 o = L T2, I 4 TR S 4 T, S 4 T3, TR - T,

@ Par contraction, on défini la divergence covariante affine du torseur dynamique du
MC : B ~ N
Divr =V, A (Xo® €3 — €3 ® Xo) + VWJ”'%'V €, ® €3

avec : V, T = 2120 4 18 TPV 4 12, TFP
@’YJQ;% — B'J"‘"%N‘ + rngP 3”/ + rgp_jam + rzp_jaﬁp + rﬁ’v T8 _ Ta’YriA/

XY
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Dynamique d'un milieu continu 3D [EEIEETIE LNV (eR]b)

Dynamique d'un milieu continu 3D : torseur d'un MC

Principe général

On généralise les équations du mouvement sous la forme :

ol 7" est le torseur des autres forces (que la gravitation)

Deux approches sont possibles :

@ Milieu de Cosserat : aucune restriction sur les composantes J*°7

& Milieu de Cauchy : on postule que J*?7 = 0 dans les reperes affines dont |'origine
mobile est au point X. On passe d'un a l'autre par des transformations linéaires
(donc pas de translation : C* =0) d'oli : T35 =65 — VC™ =03
En vertu du principe général :
~ -~ By > B~ o of y y
Vo JoT = 2l TS, P T8, JPY 4 T, 0% 4 Ty TP — ToTh,

=03TPT —T*50 =0

d'ou la condition de symétrie :

—,-Bu _ —,—a;ﬁ‘
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Dynamique d’un milieu continu 3D

Tenseur de contrainte-masse

Dynamique d'un milieu continu 3D : tenseur de contrainte-masse
@ Les T sont les composantes d'un tenseur classique 2 fois contravariant T
symétrique de reégle tensorielle

T=P'TP T
@ pour un tenseur Galiléen de forme :

-

(5 7).
P —0x

elle donne :

P=p, P =R (p—pu), o.=R (o.+up +pu’ —puu”)R

o réduction: u=" = pP=0 e o,=R"0R

p
o=o.+1pp’

avec :
tel que

o' = RTo R qui peut &tre ramenée 3 sa forme
diagonale ¢’ = diag(o1, 02, 03) par le choix d'une rotation

’ PO
(5 %)
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Dynamique d'un milieu continu 3D Tenseur de contrainte-masse

Méthode du boost : considerons un changement de variables X’ — X avec un boost
Galiléen u = v et une rotation R qui donnent

.
Ox=0—pVvv
avec o = R’ RT

Tenseur de contrainte-masse

Objet structuré en :
o densité p,
@ quantité de mouvement p,

@ contraintes statiques de Cauchy o,

-
(5 )
p pvv —o

On a identifié 4 invariants : p,o01,02,03

représenté par la matrice :
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Dynamique d'un milieu Equations d'Euler d’'un MC

Dynamique d'un milieu continu 3D : équations d'Euler d'un MC

La forme covariante N
VL, TP+ H =0

des équations du mouvement donne :

Equations d’Euler des milieux continus

) avi oV o - o
)+ 52 =0 o (G5 +755) =55 +0+ ol 29,

oxi

ot ot Oxi ]~ Ox

ou Qj sont les éléments de la matrice j(Q) et £} les composantes des forces de volumes
(autres que la gravitation)
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Courbure g

Courbure galiléenne

En relativité, |'espace-temps est courbe mais qu’en est-il en mécanique classique ?
L'espace-temps est-il plat ou courbe ?

@ Pour y répondre, nous devons calculer le tenseur de courbure de Riemann-Christoffel

ary.,  are
5 5 ) B a
Ropy = raurgw - rﬁurgw L - 5

oX>  9XPB
. o . i i el Q i i oQ!
® soit pour la gravitation galiléenne : Ry, = —Rjo = 5+ — %, Rioj = —Roij = 54
; ; ag’ 09, k
Ryio = —Rjpo = +Q Q;
00 j0O 3)( 8t k

@ ou sous forme matricielle : R(dX,dX) =
0 0 \
(%8 +j(22) + (j(Q)?) (6x dt — dx &) + curl (j()) dx x dx j (L2 (dxt — dxdt)) |

s —0

L'espace-temps est donc en général courbe,
méme en mécanique classique !
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Courbure galiléenne

Courbure galiléenne

@ La quantité suivante, dépendant de la gravitation et de ses potentiels,
I=divg—2 || Q|*4+2A- curl Q
est un invariant galiléen

@ D’autre part, nous connaissons un invariant galiléen représentant la matiere, la densité p,
ce qui suggere que ces invariants sont proportionnels

divg —2 || Q> +2A curl Q = —47 kgp

@ En particulier, si A= 0, alors g = —grad ¢ et Q = 0 donc cette condition se réduit a
I"équation de Poisson
Ap=47mksp

dont la solution restitue la gravitation newtonienne

]

o ¥ Toutefois, I'équation de Poisson n'a pas la covariance galiléenne attendue !
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