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Un parfum de géométrie symplectique

Un parfum de géométrie symplectique

Un champ de tenseurs anti-symétriques ω(δη,dη) sur
une variété N dont le noyau Ker ω est de dimension
constante et fermée (dω = 0)

est appelé forme symplectique (ou crochets de
Lagrange)

Il permet de retrouver les équations canoniques (équations du mouvement) sous la
forme

∀δη, ω(δη,dη) = 0 ⇔ dη ∈ Ker(ω)

La variété N est dite présymplectique (et symplectique si rang ω = dimN )
Exemple : l’espace de phase N , ensemble des

η =





t

x

v





est une variété présymplectique pour la forme :

ω(dη, δη) = m [(dv − g dt) · (δx − v δt)− (δv − g δt) · (dx − v dt)− 2Ω · (δx × dx)]

La condition de fermeture dω = 0 restitue : curl g + 2 ∂Ω
∂t

= 0, div Ω = 0
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Un parfum de géométrie symplectique

Un parfum de géométrie symplectique

Si un groupe de Lie G agissant sur N par a 7→ a · η préserve la forme symplectique :

∀a ∈ G , L
∗

aω = ω

on dit que c’est un groupe symplectique

On note g
∗ le dual de son algèbre de Lie g

η 7→ µ = ψ(η) ∈ g
∗ est une application moment (Souriau) si

ω(Z · η, dη) = −d(ψ(η)Z )

Elle permet de retrouver des intégrales premières du mouvement
(version moderne du théorème de Noether)

G agit naturellement sur g par la représentation adjointe Ad(a)Z = a Z a−1

et sur g∗ par l’action induite Ad∗ (représentation coadjointe)
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Un parfum de géométrie symplectique

Un parfum de géométrie symplectique

Théorème (Souriau)

Si G est connexe, il existe une application cocs : G 7→ g
∗ appelé cocycle symplectique

définie par
cocs(a) = ψ(a · η)− Ad

∗(a)ψ(η)

telle que :

♦ cocs(a′a) = cocs(a′) + Ad∗(a′) cocs(a) (identité du cocycle)

♥ dcocs = D cocs (e) est anti-symétrique

modulo un cobord

cobsµ0 (a) = Ad
∗(a)µ0 − µ0

il défini une classe de cohomologie symplectique [cocs] ∈ H1(G ; g∗),
généralement nulle.

Une exception remarquable est le groupe de Galilée, le groupe de symétrie
de la mécanique classique
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Le moment comme tenseur affine

Le moment comme tenseur affine

Soit M une variété de dimension n (dans la suite, l’espace-temps), G un
sous-groupe de Aff (n) (pour nous, le groupe de Galilée)

ATXM est l’espace tangent à M en X percu comme un espace affine

A∗TXM est l’espace vectoriel des formes affines Ψ sur ATXM

Tenseur moment

On appelle tenseur moment une forme bilinéaire

µ : TXM× A
∗

TXM → R

C’est un tenseur affine mixte 1 fois covariant et 1 fois contravariant

Il est représenté dans un repère affine f par

µ(
−→
V ,Ψ) = (χFβ + ΦαL

α
β )V

β

où Fβ et Lα
β sont les composantes de µ dans f
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Le moment comme tenseur affine

Le moment comme tenseur affine

La règle tensorielle pour les composantes µ = (F , L) de µ

est donnée par l’action induite de Aff (n)

F = F
′

P
−1

L = (P L
′ + C F

′)P−1

Soit a = (C ,P) ∈ Aff (n) la transformation dX 7→ C + P dX

et Z ∈ g le générateur infinitésimal da = (dC , dP)

Si l’espace des µ est identifié à g
∗ grâce au produit de dualité

µZ = µ da = (F , L) (dC , dP) = F dC + Tr(LdP)

la règle tensorielle pour les µ n’est rien d’autre que la

représentation coadjointe !
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Le moment comme tenseur affine

Le moment comme tenseur affine

Cette construction mathématique n’est pas pertinente pour la mécanique classique
et nous l’étendons en considérant une règle tensorielle généralisée

µ = a · µ′ = Ad
∗(a)µ′ + cocs(a)

qui est une représentation affine de G dans g∗

(parce que nous souhaitons que le moment soit un tenseur affine)

Comparant à la formule du théorème des cocycles symplectiques,
reformulée comme

ψ(η) = Ad
∗(a)ψ′(η) + cocs(a)

où ψ 7→ ψ′ = a · ψ est l’action induite,
il apparâıt que les valeurs de l’application moment ne sont rien d’autre que des

tenseurs moment !
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Tenseur moment galiléen

Tenseur moment galiléen

Les composantes du moments µ = (F , L) se structurent en :

F = (−e p
T ) L =

(

α −qT

−w −j
(

1
2
l
)

+ E s

)

Pour un générateur infinitésimal galiléen Z = (dC , dP) :

dC =

(

dτ0
dk

)

, dP =

(

0 0
du j(d̟)

)

,

le produit de dualité est de la forme : µZ = l · dω − q · du + p · dk − e dτ
Les composantes affines s’interprètent comme :

l’énergie e

la quantité de mouvement p

le passage q

le moment cinétique l

Les autres quantités sont masquées dans le produit de dualité :

le moment symétrique E s

l’action α

le super-moment w = e x − α v
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Tenseur moment galiléen

Tenseur moment galiléen

la règle tensorielle µ = Ad∗(a)µ′ + cocs(a) pour le groupe de Galilée est :

p = R p
′ +mu, q = R (q′ − τ0p

′) +m (k − τ0u)

l = R l
′ − u × (R q

′) + k × (R p
′) +m k × u

e = e
′ + u · (R p

′) +
1

2
m ‖ u ‖2

où les termes dus au cocycle symplectique sont en rouge
Pour le calcul du cocycle du groupe de Galilée, voir :
[Souriau 1970 Structure des systèmes dynamiques]
[de Saxcé & Vallée Galilean Mechanics and Thermodynamics of Continua

2016]

(Fm, Lm) étant les composantes du cocycle symplectique cocs , l’action s’écrit :

F = F
′

P
−1 + Fm(C ,P), L = (P L

′ + C F
′)P−1 + Lm(C ,P)

avec par exemple :

Fm(C ,P) = m

(

−
1

2
‖ u ‖2, uT

)
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Tenseur moment galiléen

Le moment comme tenseur affine

La représentation adjointe infinitésimale est

ad(Y )Z = d(aYa−1) = [Y ,Z ] = ZY − YZ

La représentation coadjointe infinitésimale est définie par

(ad∗(Y )µ) (Z ) = −µ (ad (Y )Z ) = −µ[Y ,Z ]

Théorème de Kirillov-Kostant-Souriau

Soit un groupe de Lie G et une orbite pour l’action µ = a · µ′ = Ad∗(a)µ′ + cocs(a).
Alors:

♦ L’inclusion orb (µ) → g
∗ est un plongement régulier. Un vecteur dµ ∈ Tµg

∗ est
tangent à l’orbite s’il existe Zd ∈ g tel que

d µ = µ ◦ ad (Zd) + dcocs (Zd) = −ad
∗(Zd)µ+ dcocs (Zd)

♥ L’orbite orb (µ) est une variété symplectique pour la forme

ωKKS(dµ, δµ) = µ [Zd ,Zδ] + dcocs (Zd ,Zδ)

La dimension de l’orbite est paire

♠ G est un groupe symplectique et tout point µ de g
∗ est son propre moment
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Connexion sur un fibré principal

Connexion sur un fibré principal

Soit π : F → M un fibré principal de groupe structural G avec une action libre
(a, f ) 7→ f ′ = a · f sur chaque fibre

On peut construire un fibré principal associé

π̂ : g∗ ×F → (g∗ × F)/G : (µ, f ) 7→ µ = orb(µ, f )

pour l’action libre (a, (µ, f )) 7→ (µ′, f ′) = a · (µ, f ) = (a · µ, a · f )
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Connexion sur un fibré principal

Connexion sur un fibré principal

Soit verf = Ker (Dπ) l’espace vertical en f . Une connexion d’Ehresmann sur F est
un champ d’espaces supplémentaires horf dans Tf F

Tf F = verf ⊕ horf

La décomposition df = dfv + dfh est unique et l’application
hor : TfF → horf : df 7→ dfh est appelée la projection horizontale
Alternativement, une connexion peut être définie comme un champ de 1-formes Γ̃
sur F à valeurs dans g tel que horf = Ker (Γ̃) et:
♦ Γ̃ est verticale: ∀dfh ∈ horf , Γ̃(dfh) = 0,

♥ Γ̃(Z · f ) = Z ,

♠ Γ̃ est Ad-équivariante: LaΓ̃ = Ad(a) Γ̃ où Ad(a) est la représentation adjointe

En particulier, si G un sous-groupe de Aff (n), on obtient
une connexion affine Γ̃ = (ΓA, Γ) [Élie Cartan 1923]
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Algorithme de factorisation

Algorithme de factorisation

Heuristique : on peut factoriser la forme symplectique comme le produit extérieur
des équations canoniques :

ω =

(

dπi +
∂H

∂xi
dt

)

∧

(

dxi −
∂H

∂πi

dt

)

C’est ce genre de construction que nous aimerions étendre. Pour intuiter une telle
généralisation, nous considérons le cas usuel A = 0 pour lequel :

ω = (dpi − g idt) ∧
(

dxi −
pi

m
dt
)

.

la quantité de mouvement p se généralise commr le tenseur moment, la gravité g

comme une connexion affine

Mise en dualité des moments et connexions :
µ = (F , L) composantes du moment µ dans le repère affine f

Γ̃ = (ΓA,Γ) connexion affine
produit de dualité :

µ Γ̃ = F ΓA +
1

2
Tr(L Γ)

Factorisation de la 2-forme symplectique : ω = 1
2
dµ ∧ Γ̃
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Algorithme de factorisation

Algorithme de factorisation

orb (µ) ⊂ g
∗ a une structure naturelle de variété symplectique pour ωKKS

Nous munissons orb (µ, f ) ⊂ g
∗ × F d’une structure de variété symplectique pour la

forme ω = 1
2
dµ ∧ Γ̃

Nous allons montrer que la restriction ψµ à l’orbite µ = orb(µ, f ) de la projection
g
∗ × F → g

∗ : (µ, f ) 7→ µ est une application moment
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Algorithme de factorisation

Algorithme de factorisation

Théorème

Soit :

G un groupe de Lie agissant sur g∗ par µ′ = a · µ = Ad∗(a)µ+ cocs(a)

des fibrés principaux de groupe structural G :
π : F → M un fibré principal de repères f
π̂ : g∗ ×F → (g∗ ×F)/G le fibré des couples (µ, f )

Γ̃ un champ de 1-formes de connexion sur F

ω = 1
2
dµ ∧ Γ̃ un champ de 2-formes

Alors :

♦ la restriction ψµ à l’orbite µ = orb(µ, f ) de la projection g
∗ × F → g

∗ : (µ, f ) 7→ µ
est une submersion

♥ sur chaque orbite, ω est l’image réciproque par ψµ de la forme symplectique du
théorème de Kirillov-Kostant-Souriau et G est un groupe symplectique pour ω

♠ ψµ est une application-moment et : ψµ ◦ La = Ad∗(a)ψµ + cocs(a)

♣ Équations du mouvement :

dη ∈ Ker(ω) ⇔ ∇̃dXµ = d µ+ ad∗(Γ̃)µ− dcocs (Γ̃) = 0
µ = orb(µ, f ) est transporté par parallélisme : ∇̃−→

dX
µ = 0
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Algorithme de factorisation

Algorithme de factorisation

Rappel des équations du mouvement : ∇̃dXµ = d µ+ ad∗(Γ̃)µ− dcocs (Γ̃) = 0
Les connexions usuelles sont défini pour une action à droite de G sur les
composantes : µ · a = a−1 · µ et, différentiant autour de l’unité, il y a un
changement de signe dans l’action infinitésimale de g : µ · Z = −Z · µ
d’où la règle de passage entre les connections usuelles Γ̃′ et Γ̃ :

Γ̃′ = −Γ̃

et les équations du mouvement deviennent :

∇dX µ = d µ− ad∗(Γ̃′)µ+dcocs (Γ̃′) = 0

qui généralise les équations d’Euler-Poincaré quand la classe de cohomologie
symplectique du groupe n’est pas nulle (c’est le cas du groupe de Galilée)
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Algorithme de factorisation

Algorithme de factorisation

Eléments de preuve :

♦ ψµ est une submersion

♥ sur chaque orbite, ω = ψ∗

µ (ωKKS) et est invariant
Tη(g

∗ × F) = verη ⊕ horη verη = Ker (Dπ̂) et horη = g
∗ × horf

d’où la décomposition unique dη = dηv + dηh
avec dηv = (Γ̃(df )) · η et dηh = (∇dX µ, hor (df ))

Par linéarité, ω(dη, δη) = ω(dηv , δη v ) + ω(dηv , δηh) + ω(dηh, δηv ) + ω(dηh, δηh)
où le dernier terme est nul et :

ω(dηv , δηv ) =
1
2
(d µv Γ̃(Zδ · f )− δ µv Γ̃(Zd · f )) = 1

2
(d µv Zδ − δ µv Zd )

ω(dηv , δηh) =
1
2
(dµv Γ̃(δfh)− δµh Γ̃(Zd · f )) = − 1

2
δµh Zd

ω(dηh , δηv ) =
1
2
dµh Zδ

En résumé : ω(dη, δη) = 1
2
(d µZδ − δ µZd)

dµ tangent à l’orbite : d µ = µ ◦ ad (Zd) + (D cocs(e)) Zd , d’où :

ω(δη, dη) = µ [Zd ,Zδ] + dcocs (Zd ,Zδ) = ωKKS(dµ, δµ)

Invariance :

L
∗

a ω =
1

2
d (Ad∗(a)µ+ cocs(a)) ∧ Ad (a) Γ̃) =

1

2
dµ ∧ (Ad (a−1)Ad (a) Γ̃) = ω
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Algorithme de factorisation

Algorithme de factorisation

Eléments de preuve :

♠ ψµ est une application-moment et : ψµ ◦ La = Ad∗(a)ψµ + cocs(a)
µ étant son propre moment

ι (Zd · η)ω = ι (Dψµ(Zd · η))ωKKS = ι (Zd · µ)ωKKS = − d (µZd ) = − d (ψµ(η)Zd)

ψµ est une application moment donc

ψµ(a · η) = ψµ(a · µ, a · f ) = a · µ = Ad
∗(a)µ+ cocs(a) = Ad

∗(a)ψµ(η) + cocs(a)

♣ Équations du mouvement :

dη ∈ Ker(ω) ⇔ ∇̃dXµ = d µ+ ad∗(Γ̃)µ− dcocs (Γ̃) = 0
µ = orb(µ, f ) est transporté par parallélisme : ∇̃−→

dX
µ = 0

Les équations du mouvement se déduisent de

∀ δη, (ι (δη)ω) dη = ω(δη,dη) =
1

2
(δµZd − dµZδ) = 0
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Application au groupe de Galilée Dérivées covariantes affines

Application au groupe de Galilée : calculant les dérivées covariantes affines

Pour F :

F = F
′

P
−1 + Fm(C ,P) =⇒ dF = dF

′ − F
′

dP + DFm(Id)(dC ,dP)

en a = Id (Identité) avec da = (ΓA, Γ)

∇̃F = dF − F Γ +DFc(Id)(ΓA, Γ) = ∇F + DFc(Id)(ΓA, Γ)

De même, pour L :

∇̃L = dL+ Γ L− L Γ + ΓAF +DLc(Id)(ΓA, Γ) = ∇L+ ΓAF + DLc(Id)(ΓA, Γ)
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Application au groupe de Galilée Dérivées covariantes affines

Application au groupe de Galilée : calculant les dérivées covariantes affines

Application au groupe de Galilée :

∇F = dF − F Γ =
(

−de, dpT
)

−
(

−e, pT
)

(

0 0
j(Ω) dx − g dt j(Ω) dt

)

∇F =
(

−de − p · (Ω× dx − g dt), (dp + Ω× p)T
)

Différentiant le cocycle :

Fm(C ,P) = m

(

−
1

2
‖ u ‖2, uT

)

on obtient :

(DFm(e))(Γ
′

A, Γ
′) =

(

0,mdu
T
)

=
(

0,m (Ω× dx − g dt)T
)

D’où les équations du mouvement :

∇̃e = de + p · (Ω× dx − g dt) = de − p · g dt = 0

∇̃p = dp +Ω× p dt +m (Ω× dx − g dt) = dp −m (g − 2Ω× v) dt = 0
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Application au groupe de Galilée Application au groupe de Galilée : équations du mouvement

Équations du mouvement

Tous calculs faits, on obtient les équations de conservation de :
l’énergie :

∇̃e = de − g · p dt = 0

la quantité de mouvement :

∇̃p = dp + Ω× p dt +m (Ω× dx − g dt) = dp −m (g − 2Ω× v) dt = 0

le passage:
∇̃q = dq + Ω× (q −mx) dt − p dt = 0

moment cinétique :

∇̃l = dl + Ω× l dt − q × (g dt − Ω× dx) + p × (Ω× x) dt = 0

où les termes supplémentaires dus au cocycle symplectique en rouge

Les trois dernières équations sont identiques à celles obtenues au chapitre 1 en
annullant la dérivée affine du torseur

On aurait pu obtenir ces résultats par les équations d’Euler-Poincaré généralisées
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Application: le cas relativiste

Application: le cas relativiste

transformation de Lorentz-Poincaré
(auto-adjointe)

a = (C ,P) P P
∗ = 1R4

tenseur moment Poincaréen

F = (−e p
T ) L =

(

0 − 1
2
qT

− 1
2
q −j

(

1
2
l
)

)

Composantes affines :
e énergie, p quantité de mouvement, q passage, l moment cinétique

Quadri-impulsion Π = F ∗

La classe de cohomologie du cocycle symplectique du groupe de Lorentz-Poincaré
est nulle !

Equations du mouvement

∇̃Π = dΠ+ ΓΠ = ∇Π = 0

∇̃L = dL+ ΓM −M Γ + ΓAΠ
∗ − ΠΓA = ∇L+ ΓAΠ

∗ − ΠΓA = 0
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Application: le cas relativiste

Parmi les sujets non évoqués ou non développés

chapitre 10 : Le co-torseur comme tenseur affine (”torseur cinématique”)

chapitres 10 et 13 : Principe de Galilée appliqué aux lois de comportement
(indifférence matérielle)

chapitre 12 : Principe variationnel d’espace-temps (lois de conservation obtenue par
des variations au sens des jets)

chapitre 16 : Mécanique statistique des groupes de Lie & lien avec la
thermodynamique des milieux continus ([de Saxcé 2016 Entropy] et actes de la
conférence Geometric Science of Information 2015 (YouTube))

chapitre 16 : Torseurs et moments Bargmanniens
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Application: le cas relativiste

Perspectives

Outre les torseurs et les moments, il y a un autre type de tenseurs affines utiles pour
la mécanique, les co-torseurs, en dualité avec les torseurs, conduisant à revisiter la
méthode des puissances virtuelles

Problème ouvert : quelles sont les équations qui permettent de déterminer les 4
potentiels de la gravitation galiléenne ?

Problème ouvert : Étendre l’algorithme de factorisation aux formes
multisymplectiques pour la dynamique des milieux continus de dimension d = p − 1
(sur une variété N de dimension p)

ω =
1

2
dµ ∧ Γ̃

où ω est une (p + 1)-forme, la connexion Γ̃ est toujours une 1-forme et le moment µ
est une (p − 1)-forme
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Application: le cas relativiste

”Les chaussures sont un outil pour

marcher;

les mathématiques, un outil pour penser.

On peut marcher sans chaussures, mais

on va moins loin.”

Jean-Marie Souriau

Grammaire de la Nature (2007)
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Application: le cas relativiste

Co-torseurs

Formes biaffines antisymétriques γ définies sur l’espace affine tangent

Représentation locale :

γ (a, â) = γ (Vα, V̂ β) = ΩαβV
α
V̂

β + Aα (Vα − V̂
α)

avec Ωαβ = −Ωβα.

Règle tensorielle pour les composantes (Aα,Ωαβ) du co-torseur γ :

Aα′ = (Aβ +Ωβµ C
µ)Pβ

α′ Ωα′β′ = P
µ

α′P
ν
β′Ωµν

Dualité entre co-torseurs et torseurs :

γ(τ ) = AαT
α +

1

2
ΩαβJ

βα

Gradient covariant affine ˜grad γ d’un co-torseur :

ρ∇̃Aα = ρ∇Aα − ΩαβΓ
β
νAρU

ν
ρ∇̃Ωαβ = ρ∇Ωαβ

permet d’intégrer par partie grâce à :

div (γ(τ )) = γ (d̃ivτ ) + ( ˜gradγ)(τ )
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Application: le cas relativiste

Torseurs bargmanniens

Ils sont structuré comme suit :

µ̂ =

(

0 TT

−T J

)

=









0 m pT L
−m 0 −qT −α
−p q −j(l) w

−L α −w 0









Nouvelles composantes :

Lagrangien L

action α

moment de Lagrangien-action w = L x − α v
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