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1 Chapitre 1 : Gravitation et tenseurs affines en
Mécanique galiléenne

1.1 Exercice : systémes de coordonnées Galiléennes (SCG)
et galiléomorphismes

Démontrer qu'une condition nécessaire et suffisante pour que la matrice ja-
cobienne d’un changement de coordonnées X — X’ soit une transformation
galiléenne linéaire est que ce changement est constitué d’un déplacement
rigide et d’un changement d’horloge :

7= (R (t))T (x —z0 (1)), ' =t+ 1 (1)

oit t = R(t) € SO(3) et t — wo(t) € R3 sont des applications lisses, et
70 € R. La vitesse d’entralnement est alors de la forme :

u=w(t) X (x —xzo (t)) + 2o (t)
ol w est le vecteur de Poisson de la rotation R(t) :

RRT = j(w)



Indications :
1. La condition est suffisante : simple différentiation de ().

2. Montrons qu’elle est aussi nécessaire. En effet, le systeme aux dérivées

partielles :
ox' -1 1 0
X =P - ( —RTU RT > ) (2)

ot P est une transformation galiléenne linéaire, comporte (4 x 4 = 16)
équations pour 4 inconnues (X'®). Il est surdéterminé et n’a en général
pas de solution, sauf si les équations satisfont des conditions de com-
patibilité. Pour les découvrir, on applique la méthode de Frobenius.
Si une solution existe, pour toutes perturbations d X et § X, le crochet
de Lie des champs de vecteurs 60X’ et dX’ s’annulle, ce qui conduit & :

[6,d] X' =6(P~1)dX —d(P~ 16X =0 .

3. Une rotation infinitesimale étant de la forme d R = j (0¢) R ou 09 €
R3, et posant :

0 0

51[):%5x—|—§5t:145$+w5t,
ou ou
6u—%5x+m5t—B5x+a5t.

montrer que les équations de compatibilité sont :
Tr(A)lgs =A, j(w)=j(u)A+B.

En déduire que R ne dépend que du temps (et pas de la position) et
que le boost est de la forme :

u=w (t) Xz +uo(t)

4. Les conditions de compatibilité étant satisfaite, intégrer le systeme (2).

1.2 Exercice : gravitation galiléenne

< Montrer que la loi de transformation d’une connexion linéaire est

'’y =P Y(T(U)P + P)



© Montrer que dans un changement de coordonnées galilénnes X’
X, la gravitation galiléenne est modifiée suivant la loi :

QO=RO -w g—20xv=a+R(g —2Q x)
ou laccélération d’entralnement est
a; = ut+wx (v—u) = Fo+wx (r—z0)+wx (wx (x—20))+2wx (RV)

& Montrer que dans un changement de coordonnées galilénnes X’
X, la gravité g est modifiée suivant la loi :

ou

= E—i—wxu—i& Oxu+Rg = io+ox(z—z0)+wx (wx (x—20))+2 Axut+R g

9

& On considére un systéme de coordonnées galiléennes X’ dans
lequel ¢ = € = 0. En l'absence d’autres forces, une particule
initiallement au repos le reste au cours du temps. Pour un obser-
vateur tournant & un vitesse de rotation constante et, travaillant
avec des coordonnées X, on a :

r = R(t)2, xg =0, w=0

Montrer que la gravitation dans le nouveau systéme de coor-
données est :

Q= —w, g=—w X (w X x)
et vérifier que la loi du mouvement donne :

mv=mw X (w X x)

Indications :

& Développer Vy T = Vy (PT’) et utiliser le fait qu’il représente
un vecteur tangent.

Q Appliquer < pour la gravitation galiléenne, ce qui donne :
§(Q) = j(RT(Q+w)), A xv'—¢ = RTI(Qxv—g+u+Qxu)

En tenant compte de la premiére relation, transformer la derniere
de maniere a faire apparaitre g — 22 x v.



& Montrer que 'accélération d’entralnement peut s’écrire :

u
ap=—+wX2v—u
T ot ( )
ou le premier terme ne dépend pas de la vitesse v mais seulement
de x et t. Introduire cette expression dans la loi de transformation
de g — 2 x v et utiliser celle de €.

& Montrer que la vitesse d’entrainement est u = w X x.

1.3 Exercice : équations du mouvement des corps rigides
A partir de la loi covariante du mouvement :
Vy 7 =7
établir les équations du mouvement des corps rigides :
mp=0, pg=mp(g—2Qxig)+F

ig=ps, Ig+Qxlpg=a5xmplg—2Qxig)+M (3)

Indications :

(a) Soit un systéme de coordonnées X' dans lequel la corps rigide,
considéré comme une particule au repos a l'origine (dans lequel
le torseur dynamique a sa forme réduite). Dans un autre systeme
de coordonnées X = PX’' + C obtenu en appliquant un boost
galiléen ip et une translation de l'origine & k = z (donc 79 = 0
et R = 1ps), montrer que les composantes du torseur sont :

e la masse : mp,

la quantité de mouvement: pg = mgig,
e le passage : qg = mpxp,
e le moment angulaire : I = xg X mpxp + lgB.

(b) Montrer que :

1
PMUy:U—vm1:<_QxxB>



(c) Pour létablissement des équations (), montrer que :
Vs =ds+Qx (g —mpzs) —ps ,

ﬁlB:l.B—i-QXlB—l—qBX(QX&&B—Q)—(QX%B)XpB.

Utiliser la décomposition du moment cinétique en moment orbital
et moment propre, ainsi que les formules :

Jw)j(v) — j(v)i(u) = j(u x v) = vul — uo”

ux(vxw)+ovx(wxu)+wx (uxv)=0 (identité de Jacobi)

2 Chapitre 2 : Mécanique galiléenne des mi-
lieux continus

2.1 Exercice : équations d’Euler des milieux continus
A partir de la loi covariante du mouvement :
Divt +7° =0 (4)

établir les équations d’Euler des milieux continus :

0 . 0p dvt -9t oot . - oo
R J —_— = J _____ = — 4 L Lt
55 (P57 =0, p(at +v a;w’) 5t p (g =295 0).

ou Q; sont les éléments de la matrice j() et f! les composantes des
forces de volumes (autres que la gravitation) .

Indications :

L’équation () est structurée en :
vV, TP+ H =0, V., J¥ 4G =0

Le second groupe conduit & la condition de symétrie TP® = T8, 11
reste a examiner les conséquences du premier groupe, tenant compte
de la structure du tenseur de contrainte-masse :

T = p, T% = 790 = po, TY = pviv? — o™ |



Excluant les poussées, les forces de volumes autres que la gravitation
sont modelisées par une quadricolonne H de la forme :

HY =0, HI = —fJ .
En outre, pour la gravitation, les symboles de Christoffel non nuls sont

J j J _1J _ 0l
Loo = =97, Lok = Tho = -

3 Chapitre 3 : Thermodynamique galiléenne
des milieux continus

3.1 Exercice : tenseur moment d’un milieu réversible

Montrer que, en 'absence de gravitation, si { est une fonction des
déformations de Cauchy & droite C = FTF, du vecteur température
W et des coordonnées lagrangiennes, alors la matrice 4 x 4

TR:UHR+< 0 0 )
—ORUV OR

avec IlIp = —p ;—é, O'R:—%Fg—éFT est telle que :

S Tr (TRVW) —0

9¢
f P <aW > :
@ Tp = (Tg N )avec N = pU représente un tenseur moment
Tr
&TRW:sNoﬁ:s:g_aa_éfwzgmt_ﬁﬁggt

Indications : Tenant compte de TR = ( Tk N ), la condition
s’écrit, en ’absence de gravitation :

¢ B
Comme ( est une fonction de C, W et s, on a :
¢ _d¢ o¢ ds'  9¢ dw o¢ dC
ox N = Pa =P (a— a Tow a T \oc @

Développer et montrer que cette quantité est égale a —T'r (Trf).



3.2 Exercice : production locale d’entropie
En supposant le premier principe vérifié, on demande :

e Pour un processus réversible, montrer que le quadriflux 4-flux
S est de divergence nulle et que 'entropie spécifique s est une
intégrale premiére du mouvement.

e Pour un processus réversible, en déduire que la production d’entropie
est nulle :

& = Div <T vff) - <e0(f(t7))) <e0(TI(l7))> ~0
e La production d’entropie prend la forme :

b=h-gradf+p Tr (o D) >0

ou interviennent les affinités thermodynamiques a = grad 8, A =
B D et les flux thermodynamiques correspondants h, oy.

Indications :

(a) Utiliser I'identité valable pour n’importe quel champ de vecteur
v € RP et de matrice A € M, :

div (Av) = (div A)v + Tr (A g—D , (5)

et le résultat  de I'exercice Bl pour montrer que div S = 0.

(b) Pour démontrer le dernier point, utiliser (&) et le premier principe
pour montrer que :

ax ) M

o ="Tr (T aW) dp
dt

puis utiliser le résultat <> de I'exercice B.11
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